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Etant donné un systéme distribué asynchrone sujet

aux défaillances. Etant donné une tache P a exécuter
dans ce systeme.
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 Peut-on resoudre P (quelque soit le nombre de
défaillances) ?
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Etant donné un systéme distribué asynchrone sujet

aux défaillances. Etant donné une tache P a exécuter
dans ce systeme.

 Peut-on resoudre P (quelque soit le nombre de
défaillances) ?

e Pour un nombre de défaillances fixé ?
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Etant donné un systéme distribué asynchrone sujet

aux défaillances. Etant donné une tache P a exécuter
dans ce systeme.

 Peut-on resoudre P (quelque soit le nombre de
défaillances) ?

e Pour un nombre de défaillances fixé ?

 Peut-on décider ces questions (dans le cas
géneral) ?
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Etant donné un systéme distribué asynchrone sujet

aux défaillances. Etant donné une tache P a exécuter
dans ce systeme.

 Peut-on resoudre P (quelque soit le nombre de
défaillances) ?

e Pour un nombre de défaillances fixé ?

 Peut-on décider ces questions (dans le cas
géneral) ?

» Sinon dans quelles sous-classes de taches ?
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« Topologie generale.
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« Topologie generale.
» Theorie des groupes.
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« Topologie generale.
» Theorie des groupes.
 Topologie algebrigue.
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Topologie genérale.
Theéorie des groupes.
Topologie algebrigue.
Du courage ...
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Topologie genérale.
Theéorie des groupes.
Topologie algebrigue.
Du courage ...

Et encore du courage !

Topologie algébrique et systémes répartis asynchrones — p.3/?



Les problemes posés dans le cadre des systemes
asynchrones repartis s’expriment souvent sous la
forme de structure de données discretes décrivant :
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Les problemes posés dans le cadre des systemes
asynchrones repartis s’expriment souvent sous la
forme de structure de données discretes décrivant :

 Configurations possibles pour les entrees.
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Les problemes posés dans le cadre des systemes
asynchrones repartis s’expriment souvent sous la
forme de structure de données discretes décrivant :

 Configurations possibles pour les entrees.
 Configurations possibles pour les sorties.
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Les problemes posés dans le cadre des systemes
asynchrones repartis s’expriment souvent sous la
forme de structure de données discretes décrivant :

 Configurations possibles pour les entrees.
 Configurations possibles pour les sorties.

 Une fonction (mapping) des entrees vers les
sorties.
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e probleme du consensus avec deux processus
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e probleme du 2-set agreement avec deux processus
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Le probleme du 2-set agreement avec deux processus

0 @ ®
1 @ o
2 @ o
0 ® ®
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Le probleme du 2-set agreement avec deux processus

0 @ ® 0 @ o
1 @ ® l @ ®
2 @ o 2 @ o
0 ® o 0 @ o
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Le probleme du 2-set agreement avec deux processus

0 @ ® 0 @ o
1 @ ® l @ ®
2 @ o 2 @ o
0 ® o 0 @ o
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Le probleme du 2-set agreement avec deux processus
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| e modele de calcul
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* n -+ 1 processus;
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° n + 1 processus;

« Chaque processus exécute le méme protocole
deterministe;
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° n + 1 processus;

« Chaque processus exécute le méme protocole
deterministe;

» Les processus ont acces a une memoire globale
partagee;
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n + 1 processus;

Chaque processus exécute le méme protocole
deterministe;

Les processus ont acces a une memoire globale
partagee;

La mémoire est de taille n + 1 (une entree par
processus);
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n + 1 processus;

Chaque processus exécute le méme protocole
deterministe;

Les processus ont acces a une memoire globale
partagee;

La mémoire est de taille n + 1 (une entree par
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memoire entiere
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n + 1 processus;

Chaque processus exécute le méme protocole
deterministe;

Les processus ont acces a une memoire globale
partagee;

La memoire est de taille n + 1 (une entrée par
processus);

La mémoire supporte deux operations :

* SCAN : Le processus obtient une copie de la
memoire entiere

« UPDATE(V) : Le processus étend son entree
par la valeur v
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Les processus ont acces a une memoire globale
partagée;

La memoire est de taille n + 1 (une entrée par
processus);

La mémoire supporte deux opérations :

e SCAN : Le processus obtient une copie de la
memoire entiere

« UPDATE(V) : Le processus étend son entrée
par la valeur v

Le systeme est asynchrone, car I’ordonnancement
des actions des processus est completement
arbitraire;
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La memoire est de taille n + 1 (une entrée par
processus);
La mémoire supporte deux operations :

* SCAN : Le processus obtient une copie de la
memoire entiere

« UPDATE(V) : Le processus étend son entrée
par la valeur v

Le systeme est asynchrone, car I’ordonnancement
des actions des processus est completement
arbitraire;

Les processus peuvent subir des défaillances.
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Complexes simpliciaux abstraits
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Un complexe simplicial £ est une famille
d’ensembles finis close par inclusion.
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Un complexe simplicial £ est une famille
d’ensembles finis close par inclusion.
Exemples :
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Un complexe simplicial £ est une famille
d’ensembles finis close par inclusion.
Exemples :

K1 =11a,b;¢5,1a, b}, b, ¢, a, ¢, 1ay, (b}, 1¢} 1
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Un complexe simplicial £ est une famille
d’ensembles finis close par inclusion.
Exemples :

K1 = 11a,0,¢},1a,b), b, ¢}, {a, ¢}, {a}, 10}, 1c} )
Ko = 11a,0},1b, c}, 1a, ¢}, {a}, 1b}, {¢)
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Un complexe simplicial £ est une famille
d’ensembles finis close par inclusion.
Exemples :

K1 = 11a,0,¢},1a,b), b, ¢}, {a, ¢}, {a}, 10}, 1c} )
Ko = 11a,0},1b, c}, 1a, ¢}, {a}, 1b}, {¢)

Un sous-ensemble £ C C est un sous-complexe de K
(par exemple /C, par rapport a ;).
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Un complexe simplicial £ est une famille
d’ensembles finis close par inclusion.
Exemples :

K1 = 11a,0,¢},1a,b), b, ¢}, {a, ¢}, {a}, 10}, 1c} )
Ko = 11a,0},1b, c}, 1a, ¢}, {a}, 1b}, {¢)

Un sous-ensemble £ C C est un sous-complexe de K
(par exemple /C, par rapport a ;).

Un complexe simplicial /C est génére par un ensemble
K si:
K={X"#£0,X"CX e K}
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Un complexe simplicial £ est une famille
d’ensembles finis close par inclusion.
Exemples :

K1 = 11a,0,¢},1a,b), (b, c},{a,c}, {a}, 10}, 1c}
Ko = 11a,0},{b, ¢}, 1a, ¢}, {a}, 1b}, 1¢)

Un sous-ensemble £ C C est un sous-complexe de K
(par exemple /C, par rapport a ;).

Un complexe simplicial /C est génére par un ensemble
K si:
K={X"#£0,X"CX e K}
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Un complexe simplicial £ est une famille
d’ensembles finis close par inclusion.
Exemples :

K1 = 11a,0,¢},1a,b), (b, c},{a,c}, {a}, 10}, 1c}
Ko = 11a,05,{b, ¢}, 10, cf, {a}, 1b}, (¢}

Un sous-ensemble £ C C est un sous-complexe de K
(par exemple /C, par rapport a ;).

Un complexe simplicial /C est génére par un ensemble
K si:
K={X"#£0,X"CX e K}
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Simplexes abstraits
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Soit X € KC, X est un simplexe abstraits de /C.
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Soit X € KC, X est un simplexe abstraits de /C.
Les élements de X sont ses sommets.
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Soit X € KC, X est un simplexe abstraits de /C.
Les élements de X sont ses sommets.

Par exemple, X = {a, b, ¢} est un simplexe dont les
sommets sont a, b et c.
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Soit X € KC, X est un simplexe abstraits de /C.

Les élements de X sont ses sommets.

Par exemple, X = {a, b, c} est un simplexe dont les
sommets sont a, b et c.

Si | X| =k+ 1, X estun k-simplexe, et sa dimension
est k.
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Soit X € KC, X est un simplexe abstraits de /C.

Les élements de X sont ses sommets.

Par exemple, X = {a, b, c} est un simplexe dont les
sommets sont a, b et c.

Si | X| =k+ 1, X estun k-simplexe, et sa dimension
est k.
La dimension d’un complexe /C est :

sup dim X
Xek
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Par exemple, X = {a, b, ¢} est un simplexe dont les
sommets sont a, b et c.

Si | X|=k+ 1, X estun k-simplexe, et sa dimension

est £.
La dimension d’un complexe /C est :

sup dim X
Xek

L’ensemble des sommets de C est KO = [ Jy o X
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Par exemple, X = {a, b, ¢} est un simplexe dont les
sommets sont a, b et c.

Si | X|=k+ 1, X estun k-simplexe, et sa dimension
est k.
La dimension d’un complexe /C est :

sup dim X
Xek

L’ensemble des sommets de C est KO = [ Jy o X
Soit X un simplexe. X’ C X est une face de X.
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Par exemple, X = {a, b, ¢} est un simplexe dont les
sommets sont a, b et c.

Si | X|=k+ 1, X estun k-simplexe, et sa dimension
est k.
La dimension d’un complexe /C est :

sup dim X
Xek

L’ensemble des sommets de C est KO = [ Jy o X
Soit X unsimplexe. X’ C X est une face propre de X.
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Par exemple, X = {a, b, ¢} est un simplexe dont les
sommets sont a, b et c.

Si | X|=k+ 1, X estun k-simplexe, et sa dimension
est k.
La dimension d’un complexe /C est :

sup dim X
Xek
L’ensemble des sommets de C est KO = [ Jy o X
Soit X unsimplexe. X’ C X est une face propre de X.
’ensemble des faces propres de X est un complexe

noté 0.X.
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Fonctions simpliciales
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Soit /C et £ deux complexes.
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Soit K et £ deux complexes. Soit V = K@ et
W = L)
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Soit K et £ deux complexes. Soit V = K@ et
W=, Soitf:V—W.
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Soit K et £ deux complexes. Soit V = KW
W=, Soitf:V—W.
Extensionde faP(V) — P(W) :

VXCV, f(X)=|] fx)

rxeX
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Soit K et £ deux complexes. Soit V = KW

W=, Soitf:V—W.
Extensionde faP(V) — P(W) :

VXCV, f(X)=|] fx)

rxeX

f est une fonction simpliciale, si :

VX el f(X)el

Topologie

algébrique et systémes répartis asynchrones

- p.12/?



Soit K et £ deux complexes. Soit V = KW
W=, Soitf:V—W.
Extensionde faP(V) — P(W) :

VXCV, f(X)=|] fx)

rxeX

f est une fonction simpliciale, si :

VX el f(X)el

Elle transporte les simplexes de /C vers les simplexes
de L.
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L’ identite est une fonction simpliciale.
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L’identité est une fonction simpliciale.
La composee de fonctions simpliciales est simpliciale.
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L’identité est une fonction simpliciale.

La composee de fonctions simpliciales est simpliciale.
L’ inverse d’une fonction simpliciale bijective, est
simpliciale et bijective.
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L’identité est une fonction simpliciale.
La composee de fonctions simpliciales est simpliciale.
L’ inverse d’une fonction simpliciale bijective, est
simpliciale et bijective.
Ona.:

VX e £ dim f(X)<dim X.
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L’identité est une fonction simpliciale.
La composee de fonctions simpliciales est simpliciale.
L’ inverse d’une fonction simpliciale bijective, est
simpliciale et bijective.
Ona.:

VX e £ dim f(X)<dim X.

f est non degénerative si :

VX ek dim f(X)=dimX.
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Squelette
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Soit /C un complexe de dimension d.
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Soit /C un complexe de dimension d.
On appelle squelette de /C de dimension 0 < k < d,

noté ¥, le sous-complexe de K défini par :

K¥ ={X e K,dimX < k}
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Soit /C un complexe de dimension d.
On appelle squelette de /C de dimension 0 < k < d,

noté ¥, le sous-complexe de K défini par :
K¥ ={X e K,dimX < k}

Engendre par les simplexes de K de dimension exacte-
ment k
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Représentation geométrigues des complexes abstraits.

On doit trouver un sous-ensemble de IR (pour un d
suffisamment large) qui capture correctement les pro-
prietés inhérentes aux complexes.
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Enveloppe convexe
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Soit zo, . . . xx, k + 1 points de IR%.
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Soit x, . .. 1, k + 1 points de IR®.
Une combinaison convexe des z; est :

toxg + - - - + trayg ou Zogigk ;=1
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Soit x, . .. 1, k + 1 points de IR®.
Une combinaison convexe des z; est :

toxg + - - - + trayg ou Zogfzgk ;=1

L’enveloppe convexe des x; est I’ensemble des com-
binaisons convexes des x;. On la note |z, ..., xx].
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Exemples d’enveloppes convexes
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Exemples d’enveloppes convexes
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Exemples d’enveloppes convexes
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Polyedres

Exemples d’enveloppes convexes

a, b, c|
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Polyedres

Exemples d’enveloppes convexes

a

c d
a, b, c| a,b,c,d
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Polyedres
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Soit zg,...xs, k + 1 points de IR%.
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Soit zy, ...z, k + 1 points de IRY.  Ces points
sont affinement indépendants si chaque point de
o, ...,z S’€crit de maniére unigue comme une
combinaison convexe des z;.
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Soit zy, ...z, k + 1 points de IRY.  Ces points
sont affinement indépendants si chaque point de
o, ...,z S’€crit de maniére unigue comme une
combinaison convexe des x;. L’unicité de I’écriture
sert de coordonnées; on écrira x = (tg,...,tx), SI
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Soit zo, . . . xx, k + 1 points de IR, Ces points sont
affinement independants si chaque point de

o, . .., x| S’écrit de maniere unique comme une
combinaison convexe des x;. L’unicité de |I’écriture
sert de coordonnées; on écrira x = (tg, ..., tx), SI

X = Z t@{l]@'.

a, b, c ne sont pas affinement indépendants

C

«* b

a
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Soit zo, . . . xx, k + 1 points de IR, Ces points sont
affinement independants si chaque point de

o, . .., x| S’écrit de maniere unique comme une
combinaison convexe des x;. L’unicité de |I’écriture
sert de coordonnées; on écrira x = (tg, ..., tx), SI

X = Z t@{l]@'.

a, b, c ne sont pas affinement indépendants

C

«* b

a

carc=0.a+0.b+ 1l.c= %.a—i— %.b—i—O.C
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Soit xo, ..., k+1

affinement indépenc
xo, ..., x| S€crit o

points de IR%. Ces points sont
ants si chaque point de
e maniere unigue comme une

combinaison convexe des x;. L’unicité de |I’écriture

sert de coordonnées:

X = 2 t@'ZIJ@'.

on ecrira x = (to,...,tx), S

a, b, c ne sont pas affinement indépendants a, b, c sont affinement indépendants

b

C

«* b

a

carc=0.a+0.b+1,c:%

.a + %.b—i—O.c
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Complexes simpliciaux concrets
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On décide de representer un complexe /C par I’union
des representations polyedrales de chacun des
simplexes qui le genere.
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On décide de representer un complexe /C par I’union
des representations polyedrales de chacun des
simplexes qui le genere. On veut de plus que :

VXY eK |X|(IY]=IX[Y]
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Complexes simpliciaux concrets

On deécide de repréesenter un complexe C par I’union
des representations polyedrales de chacun des
simplexes qui le genere. On veut de plus que :

VXY eK [X|()IY|=I|X()Y]

Représentation incorrecte
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Complexes simpliciaux concrets

On décide de representer un complexe /C par I’union
des representations polyedrales de chacun des
simplexes qui le genere. On veut de plus que :

VXY eK [X|()IY|=I|X()Y]

Représentation incorrecte

a

b

car [{a,b,c} N [{b,d, e}| = [{b,d}| # [{b}]
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Complexes simpliciaux concrets

On deécide de repréesenter un complexe C par I’union
des representations polyedrales de chacun des
simplexes qui le genere. On veut de plus que :

VXY eK [X|()IY|=I|X()Y]

Représentation incorrecte Représentation correcte

a a

b

car [{a,b,c} N [{b,d, e}| = [{b,d}| # [{b}]
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Subdivisions
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Une subdivision d’un complexe K, est un complexe
o(K) qui verifie :
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Une subdivision d’un complexe K, est un complexe
o(K) qui verifie :

(1) IK] = |o(K)
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Une subdivision d’un complexe K, est un complexe
o(K) qui verifie :

(1) |K| = |o(K)]
QVScaK), IXeck, |S|CIX]
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Une subdivision d’un complexe K, est un complexe
o(K) qui verifie :

(1) [K| = [o(K)]

Q)VSeo(K), dX ek, |S]CI|X]

(3) Le plus petit X verifiant (2) est le simplexe
porteur de S dans /C, noteé carrier(.S, KC)
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Une subdivision d’un complexe K, est un complexe
o(K) qui verifie :

(1) [K| = [o(K)]

Q)VSeo(K), dX ek, |S]CI|X]

(3) Le plus petit X verifiant (2) est le simplexe
porteur de S dans /C, noteé carrier(.S, KC)

@YX K, 38,....8 o), [X|=UIS
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Exemples
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Subdivisions
Exemples

Le simplexe S>
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Subdivisions
Exemples

Le simplexe S> Une subdivision quelconque

a4
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Subdivisions

Exemples
Le simplexe S> Une subdivision quelconque
La subdivision barycentrigue La subdivision barycentrigue

&

al’ordre 1
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Subdivisions
Exemples

Le simplexe S> Une subdivision quelconque

&

La subdivision barycentrigue La subdivision barycentrigue

al’ordre 1 al’ordre 2
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Subdivision barycentrigue
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Subdivision barycentrigue
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Subdivision barycentrigue
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Complexes chromatiques
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Une coloration d’un complexe /C de dimension n, est
une fonction simpliciale non dégénérative
X K—= 38,
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Une coloration d’un complexe /C de dimension n, est
une fonction simpliciale non dégénérative
X K—= 38,

Cela correspond a associer a chague sommet une

couleur representant I’identité d’un des n + 1
processus du systeme.
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Une coloration d’un complexe /C de dimension n, est
une fonction simpliciale non dégénérative
X K—= 38,

Cela correspond a associer a chague sommet une

couleur representant I’identité d’un des n + 1
processus du systeme.

Un complexe chromatique (/C, x i), est un complexe K
et une coloration yx associee
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Fct simpliciale chromatique

Topologie algébrique et systémes répartis asynchrones — p.23/?"



Une fonction simpliciale 1 : (IC, xx) — (£, x ) est
chromatique si :

Ve e KO ye(z) = xe(u(z))
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Une fonction simpliciale 1 : (IC, xx) — (£, x ) est
chromatique si :

Ve e KO ye(z) = xe(u(z))

Elle préserve la coloration. Elle est donc non
degeénérative.
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Subdivisions chromatiques
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Une subdivision (o (K), x,(x)) d’un complexe
chromatique (/C, xi) est chromatique si
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Une subdivision (o (K), x,(x)) d’un complexe
chromatique (/C, xi) est chromatique si

(1) o(XC) est une subdivision de /C;
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Une subdivision (o (K), x,(x)) d’un complexe
chromatique (/C, xi) est chromatique si

(1) o(XC) est une subdivision de /C;
(2) (o(K), xo(x)) est un complexe chromatique;
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Une subdivision (o (K), x,(x)) d’un complexe
chromatique (/C, xi) est chromatique si

(1) o(XC) est une subdivision de /C;
(2) (o(K), xo(x)) est un complexe chromatique;
(3) VS € O(/C) XU(/C)(S) C XU(/C)(Carrier(Sv IC))

Topologie algébrique et systemes répartis asynchrones — p.24/?"



Une subdivision (o (K), x,(x)) d’un complexe
chromatique (/C, xi) est chromatique si

(1) o(XC) est une subdivision de /C;
(2) (o(K), xo(x)) est un complexe chromatique;
(3) VS € O(/C) XU(/C)(S) C XU(/C)(Carrier(Sv ]C))

La subdivision barycentrique n’est pas chromatique.
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Subdivisions chromatiques

Une subdivision (o (K), x,(x)) d’un complexe
chromatique (XC, xx) est chromatique si :

(1) o(K) est une subdivision de K;
(2) (0(K), Xo(x)) est un complexe chromatique;
B)VS €a(K) Xo)(S) € Xox)(carrier(S, K))

La subdivision barycentrique n’est pas chromatique.
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Subdivisions chromatiques

Une subdivision (o (K), x,(x)) d’un complexe
chromatique (XC, xx) est chromatique si :

(1) o(K) est une subdivision de K;
(2) (0(K), Xo(x)) est un complexe chromatique;
B)VS €a(K) Xo)(S) € Xox)(carrier(S, K))

La subdivision barycentrique n’est pas chromatique.
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Subdivisions chromatiques

Une subdivision (o (K), x,(x)) d’un complexe
chromatique (XC, xx) est chromatique si :

(1) o(K) est une subdivision de K;
(2) (0(K), Xo(x)) est un complexe chromatique;
B)VS €a(K) Xo)(S) € Xox)(carrier(S, K))

La subdivision barycentrique n’est pas chromatique.
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Subdivisions chromatiques

Une subdivision (o (K), x,(x)) d’un complexe
chromatique (XC, xx) est chromatique si :

(1) o(K) est une subdivision de K;
(2) (0(K), Xo(x)) est un complexe chromatique;
B)VS €a(l) Xow)(S) © Xox)(carrier(S, K))

La subdivision barycentrique n’est pas chromatique.

X
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Subdivisions chromatiques

Une subdivision (o (K), x,(x)) d’un complexe
chromatique (XC, xx) est chromatique si :

(1) o(K) est une subdivision de K;
(2) (0(K), Xo(x)) est un complexe chromatique;
B)VS €a(K) Xo)(S) € Xox)(carrier(S, K))

La subdivision barycentrique n’est pas chromatique.
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Subdivisions chromatiques

Une subdivision (o (K), x,(x)) d’un complexe
chromatique (XC, xx) est chromatique si :

(1) o(K) est une subdivision de K;

(2) (O(/C), XO'(/C)) est un

B)VS €a(K) Xo)(S) € Xox)(carrier(S, K))

La subdivision barycentrique n’est pas chromatique.
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Une subdivision (o (K), x,(x)) d’un complexe
chromatique (/C, xi) est chromatique si

(1) o(XC) est une subdivision de /C;
(2) (o(K), xo(x)) est un complexe chromatique;
(3) VS € O(]C) XU(/C)(S) C XU(/C)(Carrier(Sv ]C))

On la remplace par la subdivision chromatique
normale.
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Subdivisions chromatiques

Une subdivision (o (K), x,(x)) d’un complexe
chromatique (XC, xx) est chromatique si :

(1) o(K) est une subdivision de K;
(2) (0(K), Xo(x)) est un complexe chromatique;
B)VS €a(K) Xo)(S) € Xox)(carrier(S, K))

On la remplace par la subdivision chromatique
normale.
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Taches distribueées
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Un (n + 1)-vecteur d’entrée I est un vecteur de taille
n + 1 ou chaque composante est :
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Un (n + 1)-vecteur d’entrée I est un vecteur de taille
n + 1 ou chaque composante est :

« Une valeur d’un ensemble de départ D;
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Un (n + 1)-vecteur d’entrée I est un vecteur de taille
n + 1 ou chaque composante est :

« Une valeur d’un ensemble de départ D;
 La valeur distinguée L
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Un (n + 1)-vecteur d’entrée I est un vecteur de taille
n + 1 ou chaque composante est :

« Une valeur d’un ensemble de départ D;
 La valeur distinguée L
Au moins une des composantes de I est differente de
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Un (n + 1)-vecteur de sortie O est un vecteur de taille
n + 1 ou chaque composante est :

» Une valeur d’un ensemble de sortie D,
 La valeur distinguée L

Au moins une des composantes de O est différente de
1.
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Taches distribueées
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Un vecteur U est le préfixe d’un vecteur V', note
U<Vsi:
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Un vecteur U est le préfixe d’un vecteur V', note
U<Vsi:

. Uli] = V[i
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Un vecteur U est le préfixe d’un vecteur V', note
U<Vsi:

e /|1
oU

-Z-

_Z_

= V1]
— 1
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Un vecteur U est le préfixe d’un vecteur V', note
U<Vsi:

- Uli] = Vi

« Uil = 1L

e

(1) [ 3 )
1

2
\ L/ \ L)




Un vecteur U est le préfixe d’un vecteur V', note
U<Vsi:

- Uli] = Vi

« Uil = 1L

e

(1)) (3
1

2
\ L/ \ L)




Un vecteur U est le préfixe d’un vecteur V', note
U<Vsi:

- Uli] = Vi

« Uil = 1L

(1)) (3
1 1
2

2
\ L/ \ L)

Un ensemble WV est clos par prefixe si :
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Un vecteur U est le préfixe d’un vecteur V', note
U<Vsi:

- Uli] = Vi

« Uil = 1L

|

(1)) (3
1

2

2
\ L/ \ L)

Un ensemble WV est clos par prefixe si :

VvVeWw, ULSV=—UEeW
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Taches distribueées
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Soit I et O deux ensembles de vecteurs d’entrees et de
sorties clos par préfixe,
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Soit I et O deux ensembles de vecteurs d’entrées et de
sorties clos par préfixe, A C I x O estla
spécification d’une tache distribuée.
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Soit I et O deux ensembles de vecteurs d’entrées et de
sorties clos par préfixe, A C I x O estla
spécification d’une tache distribuée.

Exemple du consensus binaire avec deux processus

(0,0)

1(0,0)}
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Soit I et O deux ensembles de vecteurs d’entrées et de
sorties clos par préfixe, A C I x O estla
spécification d’une tache distribuée.

Exemple du consensus binaire avec deux processus

(0,0) || 1{0,0)}
(L1 || {1}
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Soit I et O deux ensembles de vecteurs d’entrées et de
sorties clos par préfixe, A C I x O estla
spécification d’une tache distribuée.

Exemple du consensus binaire avec deux processus

(0,0

)

{

0,0

)}

)

{(1,1

)}

1(0,0), (1, 1)}
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Soit I et O deux ensembles de vecteurs d’entrées et de
sorties clos par préfixe, A C I x O estla
spécification d’une tache distribuée.

Exemple du consensus binaire avec deux processus

}
}

)
)
)
)

Or—kr—\O

(0,
(1,
(0,
(1,
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Soit I et O deux ensembles de vecteurs d’entrées et de
sorties clos par préfixe, A C I x O estla
spécification d’une tache distribuée.

Exemple du consensus binaire avec deux processus

(0,0) || {{0,0)}
(LD || (L1}
(0, 1) || 1(0,0), (1, 1)}
(1,0) || 1{0,0),(1,1)}
(0, L) || {0, 1)}
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Soit I et O deux ensembles de vecteurs d’entrées et de
sorties clos par préfixe, A C I x O estla
spécification d’une tache distribuée.

Exemple du consensus binaire avec deux processus

(0,0) || {{0,0)}
(LD || (L1}
(0, 1) || 1(0,0), (1, 1)}
(1,0) || 1{0,0),(1,1)}
(0, L) || {0, 1)}
(L L) || (L, 1)}
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Soit I et O deux ensembles de vecteurs d’entrées et de
sorties clos par préfixe, A C I x O estla
spécification d’une tache distribuée.

Exemple du consensus binaire avec deux processus

(0,0) || {{0,0)}
(LD || (L1}
(0, 1) || 1(0,0), (1, 1)}
(1,0) || 1(0,0), (1, 1)}
(0, L) || {0, 1)}
(L L) || (L)}
(L,0) || (1,00}
(L 1) || L1}
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Protocoles
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On ne considéerera que des protocoles completement
Informés, c’est-a-dire qui connaissent la totalite de
leur passe causal.
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On ne considérera que des protocoles completement
Informés, c’est-a-dire qui connaissent la totalite de
leur passe causal.

Forme normale d’un protocole completement informeé

UPDATE(Input_value)

for(round=1; round< r ; round-++){
local_state = ScAN();
UPDATE(local_state);

}

return(d(local_state));
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On ne considéerera que des protocoles completement
Informés, c’est-a-dire qui connaissent la totalite de
leur passe causal.

Forme normale d’un protocole completement informeé

UPDATE(input_value)

for(round=1; round<r ; round++){
local_state = SCAN();
UpPDATE(local_state);

}

return(d(local_state));
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On ne considéerera que des protocoles completement
Informés, c’est-a-dire qui connaissent la totalite de
leur passe causal.

Forme normale d’un protocole completement informeé

UPDATE(input_value)

for(round=1; round<r ; round++){
local_state = SCAN();
UPDATE(local_state);

}

return(d(local_state));
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On ne considéerera que des protocoles completement
Informés, c’est-a-dire qui connaissent la totalite de
leur passe causal.

Forme normale d’un protocole completement informeé

UPDATE(input_value)

for(round=1; round<r ; round++){
local_state = SCAN();
UpPDATE(local_state);

}

return(d(local_state));

Topologie algébrique et systemes répartis asynchrones — p.28/?"



On ne considéerera que des protocoles completement
Informés, c’est-a-dire qui connaissent la totalite de
leur passe causal.

Forme normale d’un protocole completement informeé

UPDATE(input_value)

for(round=1; round<r ; round++){
local_state = SCAN();
UPDATE(local_state);

}

return(d(local_state));
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On ne considéerera que des protocoles completement
Informés, c’est-a-dire qui connaissent la totalite de
leur passe causal.

Forme normale d’un protocole completement informeé

UPDATE(input_value)

for(round=1; round<r ; round++){
local_state = SCAN();
UpPDATE(local_state);

}

return(d(local_state));
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e théoreme ACT
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Un probleme (Z, O, A) a une solution totalement
résiliente ssi :
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Un probleme (Z, O, A) a une solution totalement
résiliente ssi :

* |l existe une subdivision chromatique o de Z
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Un probleme (Z, O, A) a une solution totalement
résiliente ssi :

* |l existe une subdivision chromatique o de Z

« || existe une fonction simpliciale chromatique
w:o(Z)— O telle que :
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Un probleme (Z, O, A) a une solution totalement
résiliente ssi :

* |l existe une subdivision chromatique o de Z

« || existe une fonction simpliciale chromatique
w:o(Z)— O telle que :

VS ealZ) p(S)e A(carrier(S,7))
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Application
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» Resoudre le consensus avec a n + 1 processus et
n fautes = on peut le résoudre avec 2 processus
et 1 faute.
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» Resoudre le consensus avec a n + 1 processus et
n fautes = on peut le résoudre avec 2 processus
et 1 faute.

Preuve : On arréte Initialement n — 1 processus,
et on utilise I’algorithme pour un systeme a n + 1
processus.
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» Resoudre le consensus avec a n + 1 processus et
n fautes = on peut le résoudre avec 2 processus
et 1 faute.

Preuve : On arréte Initialement n — 1 processus,
et on utilise I’algorithme pour un systeme a n + 1
processus.

» Prouver I’impossibilite du consensus dans un
systeme a 2 processus, prouve I’impossibilité
pour n > 2.
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Application
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e probleme du consensus binaire avec deux proces

0 @ O O O

1 @ O o O
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|l existe une subdivision chromatique.
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Le processus jaune est seul, a choisi 0 et donc décic
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Le processus vert est seul, a choisi 1 et donc décide
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Les deux processus participent, ont choisi des
valeurs differentes et décide 0.

) @ oo oo® ® ®
! o
! !
! !
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1. est simpliciale et chromatique.
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1. est simpliciale et chromatique.
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Le méme état initial voisin du précédent.
Les processus decident 1.

-
@

+

1

1

!
—eo—0—0—0—@
C
O
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1. est simpliciale et chromatique.

S
@

i

1

!

!
—eo—0—0—0—@)
o
o

|
!
| @ oooo@ ° ®
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1, est une fonction, elle ne peut projeter
un méeme point vers deux images.

0 @
.

p—d
®

!

!

!

!
@ o 00 o
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Donc les deux processus décident 0.

0 @
.

p—d
@
I
1
I
!
@ o o000
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Par recurrence, toutes les configurations
Initiales décident 0.

-
@

+

1

1

!
—eo—0—0—0—@)
C
O
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1. est simpliciale et chromatique.

-
—@

+

I

1

1
—eo—0—0—0—@)
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|
!
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1, est une fonction, elle ne peut projeter
un méeme point vers deux images.

) @ oo oo® ® ®
! o
o !
: o
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_a suite ...
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« Rappels de topologie : continuite, limite, ...
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 Rappels de topologie : continuité, limite, ...
 Homologie
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« Rappels de topologie : continuite, limite, ...
 Homologie
« Groupe fondamental
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Rappels de topologie : continuite, limite, ...
Homologie

Groupe fondamental

Preuve de necessité
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Rappels de topologie : continuite, limite, ...
Homologie

Groupe fondamental

Preuve de necessité

Quelques élements a propos de la suffisance
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Un espace topologique (X, 7) est un couple :
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Un espace topologique (X, 7) est un couple :
* X unensemble
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Un espace topologique (X, 7) est un couple :
* X unensemble
« 7 famille de sous-ensemble de X appelés ouverts
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Un espace topologique (X, 7) est un couple :
* X unensemble
« 7 famille de sous-ensemble de X appelés ouverts

e 0 eT, XeT
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Un espace topologique (X, 7) est un couple :
* X unensemble
« 7 famille de sous-ensemble de X appelés ouverts
e DeT, XeT

77 est clos par union arbitraire, et intersection
finie.
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La topologie associée a un espace permet de capturer
les notions de :
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La topologie associée a un espace permet de capturer
les notions de :

» Limite d’une suite a valeurs dans X:
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La topologie associée a un espace permet de capturer
les notions de :

» Limite d’une suite a valeurs dans X:
 Continuité d’une fonction f : X — X
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La topologie associée a un espace permet de capturer
les notions de :

 Limite d’une suite a valeurs dans X;
 Continuité d’une fonction f : X — X
« \Voisinage d’un point z € X.
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Distance
d est une distance si :
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Distance
d est une distance si :

e d: X xX —-1R"
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Distance
d est une distance si :

cd: X xX —R"
e Vre X dx,x)=0
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Distance
d est une distance si :

cd: X xX —R"
e Vre X dx,x)=0
*Vz,ye X d(z,y) = d(y, v)
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Distance
d est une distance si :

cd: X x X - IR

e VeeX d(z,z)=0

e Vr,y e X d(z,y) =d(y,x)

e Var,y,z € X d(zx,y) <d(x,z)+d(z,y)
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Boules ouvertes, fermees, spheres
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Boules ouvertes, fermees, spheres
On peut alors définir la boule ouverte de centre = de
rayon ¢ :

B.(x) ={y € X : d(z,y) < e}
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Boules ouvertes, fermees, spheres
On peut alors définir la boule ouverte de centre = de
rayon ¢ :

B.(x) ={y € X : d(z,y) < e}

La boule fermée de centre x de rayon ¢ :

B.(z) = {y € X : d(z,y) < ¢}
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Boules ouvertes, fermees, spheres
On peut alors définir la boule ouverte de centre = de
rayon ¢ :

B.(x) ={y € X : d(z,y) < e}

La boule fermée de centre x de rayon ¢ :

B:(z) ={y € X : d(z,y) < ¢}
|a sphere de centre x de rayon ¢ :

0B.(z) ={y € X :d(z,y) = ¢}
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Topologie induite
Un ouvert Y € 7 est definie par :

VyeY de>0telque B.(y) CY

7T est appeléee la topologie métrique induite par d sur
X
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Un exemple d’ouvert
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Espaces metrigques

Un exemple d’ouvert

Topologie algébrique et systémes répartis asynchrones — p.38/?"



Espaces metrigques

Un exemple d’ouvert
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Espaces metrigques

Un exemple d’ouvert

Topologie algébrique et systémes répartis asynchrones — p.38/?"



Espaces metrigques

Un exemple d’ouvert
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\Voisinage
U est un voisinage du point x, s’1l existe un ouvert con-
tenant x inclus dans U. On notera U(x), I’ensemble
des voisinages de x.
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Limite d’une suite
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Limite d’une suite
Soit u = (u,),ew UNE suite a valeurs dans X, espace
topologique.
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Limite d’une suite
Soit u = (u,),ew UNE suite a valeurs dans X, espace
topologique. On dit que u tend vers z € X, Sl :
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Limite d’une suite
Soit u = (u,),ew UNE suite a valeurs dans X, espace
topologique. On dit que u tend vers z € X, Sl :

VU eU(x), dngeIN Vn>nyg u,€U.
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Limite d’une suite
Soit u = (u,),ew UNE suite a valeurs dans X, espace
topologique. On dit que u tend vers z € X, Sl :

VU eU(x), dngeIN Vn>nyg u,€U.
On le note :

lim u, = .
n—-+0o0
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Continuite

Topologie algébrique et systémes répartis asynchrones — p.41/?



On peut definir la notion de continuité des fonctions
entre espaces topologiques.
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On peut définir la notion de continuite des fonctions
entre espaces topologiques. Soit f une fonction de
X versY ou X, Y sont des espaces topologiques.
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On peut definir la notion de continuité des fonctions
entre espaces topologiques. Soit f une fonction de
X versY ou X, Y sont des espaces topologiques.
On dit que f est continue au point xy € X SI .

vV eU(f(rg)) 33U cU(xo) fIU)CV.
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On peut definir la notion de continuité des fonctions
entre espaces topologiques. Soit f une fonction de
X versY ou X, Y sont des espaces topologiques.
On dit que f est continue au point xy € X SI .

vV eU(f(rg)) 33U cU(xo) fIU)CV.

Par extension f est continue sur A C X, sI f est con-
tinue en tout point de A.
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Continuite
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Continuite
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Continuite

Ouvert
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Continuite

X=Y=R

.
T .
|

I

Ouvert :
> I

| |

| |

(L | |
| |

| |

| |

| |

] —

_ _
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Continuite
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*Sif: X —=Y,q:Y — Zsontcontinues alors
go f: X — Z deéfinie par :

vre X gof(z) =g(f(z))

est continue.
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*Sif: X —Y,q:Y — Zsontcontinues alors
go f: X — Z deéfinie par :

vre X gof(z) =g(f(z))

est continue.
« ’application Idx : X — X, définie par :

Vre X Ildx(x)=ux

est continue.
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Homeomorphisme
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« Deux espace topologiques X et Y sont dits
homeomorphes,
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« Deux espace topologiques X et Y sont dits
homéomorphes, lorsqu’il existe une fonction
f : X — Y continue, bijective, et d’inverse

f~1:Y — X continue.
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« Deux espace topologiques X et Y sont dits
homéomorphes, lorsqu’il existe une fonction
f : X — Y continue, bijective, et d’inverse
f~1:Y — X continue. f est appelée
homéomorphisme.
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« Deux espace topologiques X et Y sont dits
homéomorphes, lorsqu’il existe une fonction
f : X — Y continue, bijective, et d’inverse
f~1:Y — X continue. f est appelée
homéomorphisme.

 Cecl signifie que I’on peut passer de X a Y
(et reciproquement) par des deformations
réversibles.
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Homotopie
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» Deux fonctions continues f,g : X — Y
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* Deux fonctions continues f,g : X — Y sont
homotopes,
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* Deux fonctions continues f,g : X — Y sont
homotopes, s’il existe une fonction continue F’ :

F:Xx[0,1]—Y
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* Deux fonctions continues f,g : X — Y sont
homotopes, s’il existe une fonction continue F’ :

F:Xx[0,1]—Y

telle que :

5
&
=

|
—
&

VmEX{
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* Deux fonctions continues f,g : X — Y sont
homotopes, s’il existe une fonction continue F’ :

F:Xx[0,1]—Y

telle que :

F(ZIZ‘,O) — f(:lj)
F(xvl) :g(x)

« Onle note f ~ ¢, et c’est une relation
d’equivalence.

\V/SL’EX{
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* Deux fonctions continues f,g : X — Y sont
homotopes, s’il existe une fonction continue F’ :

F:Xx[0,1]—Y

telle que :

F(ZIZ‘,O) — f(:lj)
F(xvl) :g(x)

« Onle note f ~ ¢, et c’est une relation
d’equivalence.

« On peut deformer continment f en g.

\V/SL’EX{
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Exemples d’homotopie

a
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Homotopie
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« En prenant F(x,t) = f(x), f est homotope a
elle-méme.
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« En prenant F(x,t) = f(x), f est homotope a
elle-méme.

« Soit f : X — X deéfiniepar f = ¢, et g = Idy,
alors f ~ g par F'(x,t) =t(x —c) + c.
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Homotopie

Topologie algébrique et systémes répartis asynchrones — p.48/?



Solent f : X - Yetg:Y — X.
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Solent f: X —-Yetg:Y — X.

» Sl fog~Idy,alors g est I’inverse homotope a
droite de f.
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Solent f: X —-Yetg:Y — X.

» Sl fog~Idy,alors g est I’inverse homotope a
droite de f.

» Slgo f ~ Idx, alors g est I’inverse homotope a
gauche de f.
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Solent f: X —-Yetg:Y — X.

» Sl fog~Idy,alors g est I’inverse homotope a
droite de f.

» Slgo f ~ Idx, alors g est I’inverse homotope a
gauche de f.

* Si g est I’inverse a droite et a gauche de f, alors f
est I’inverse a droite et a gauche de g.
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Solent f: X —-Yetg:Y — X.
» Sl fog~Idy,alors g est I’inverse homotope a
droite de f.
» Slgo f ~ Idx, alors g est I’inverse homotope a
gauche de f.

* Si g est I’inverse a droite et a gauche de f, alors f
est I’inverse a droite et a gauche de g.

« Dans ce cas X et Y sont dits homotopes.
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Exemples d’espaces homotope
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Homotopie
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e Soit f : X — Y un homéomorphisme.
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e Soit f : X — Y un homéomorphisme.

« Comme fo f!=1Idyetflof=Idyx, fet
f~! sont des inverses homotopes.
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e Soit f : X — Y un homéomorphisme.

« Comme fo f!=1Idyetflof=Idyx, fet
f~! sont des inverses homotopes.

X et Y homéeomorphes = X et Y homotopes.
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Un cycle c d’origine x € X est une fonction continue
de [0, 1] — X telle que :

c(0)=c(l) ==
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Homotopie de cycles
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Soit ¢y et ¢; deux cycles d’origine x
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Soit ¢y et ¢; deux cycles d’origine = , s’ils sont ho-
motopes on les confond par la relation d’équivalence
Induite par I’homotopie.
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Soit ¢y et ¢; deux cycles d’origine = , s’ils sont ho-
motopes on les confond par la relation d’équivalence
Induite par I’homotopie. Il existe au moins une
classe d’équivalence notée |x] associée au cycle con-
stant ¢(|0, 1]) = {x}.
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Soit ¢y et ¢; deux cycles d’origine = , s’ils sont ho-
motopes on les confond par la relation d’équivalence
Induite par I’homotopie. Il existe au moins une
classe d’équivalence notée |x] associée au cycle con-
stant ¢(|0,1]) = {x}. On définit C(x) I’ensemble des
cycles d’origine .
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Composition de cycles
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On deéfinit une opeération o de composition des cycles :
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On deéfinit une opeération o de composition des cycles :

o: C(zr) x C(x) — C(x)

ciT O Co = c,

Topologie algébrique et systemes répartis asynchrones — p.53/?"



On deéfinit une opeération o de composition des cycles :

o: C(zr) x C(x) — C(x)

c1 O = c,
ou :
o(z) = 0<2<05 c(xr)=ci(2x)
105 <2< ¢(x) =c(22 — 1)
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Composition de classes
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L’opération de composition des cycles est compatible
avec la relation d’equivalence ~ induite par la relation
d’homotopie :
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L’opération de composition des cycles est compatible
avec la relation d’equivalence ~ induite par la relation
d’homotopie :

lc1 o el = 1] o [eo]
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Groupe fondamental

Topologie algébrique et systémes répartis asynchrones — p.55/?"



On peut définir I1( X, x) le groupe fondamental
associé a un point x par :
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On peut déefinir I1( X, ) le groupe fondamental
associé a un point x par :

(X, z) = ({lc], c€ Cz)} o)
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On peut définir I1( X, =) le groupe fondamental
associé a un point x par :

(X, z) = ({lc], c€ Cz)} o)

L’élément neutre est la classe d’équivalence [z].
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On peut définir I1( X, =) le groupe fondamental
associé a un point x par :

(X, z) = ({lc], c€ Cz)} o)

L’élément neutre est la classe d’équivalence [z].
L’inverse d’un élement |c| est déefini par :

[ =[]
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On peut définir I1( X, =) le groupe fondamental
associé a un point x par :

(X, z) = ({lc], c€ Cz)} o)

L’élément neutre est la classe d’équivalence [z].
L’inverse d’un élement |c| est déefini par :

[ =[]
ou :
¢ Hz) = c(l — x)
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Pour un espace X simplement connexe, le groupe fon-
damental ne dépend pas du choix du point x. Pour des
espaces non simplement connexes, c’est le produit des
groupes fondamentaux de chacune des composantes
connexes considérée séparement.
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Groupe fondamental
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Groupe fondamental
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Groupe fondamental

Topologie algébrique et systémes répartis asynchrones — p.57/?



Groupe fondamental
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Groupe fondamental

I(X)=2Z I(X) =0 I(X) = 0

T(X) =0
[e] =0
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Groupe fondamental
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Groupe fondamental
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Groupe fondamental

Topologie algébrique et systémes répartis asynchrones — p.58/?"



Soit X et Y deux espaces topologiques simplement
connectes,
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Soit X et Y deux espaces topologiques simplement
connectes, soit f une fonction continue de X vers Y.
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Soit X et Y deux espaces topologiques simplement
connectes, soit f une fonction continue de X vers Y.
Solt ¢y, ¢; deux cycles appartenant a une méme classe

d’équivalence « de TI(X).
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Soit X et Y deux espaces topologiques simplement
connectes, soit f une fonction continue de X vers Y.
Solt ¢y, ¢; deux cycles appartenant a une méme classe

d’équivalence o de II(X). Alors f o ¢y, et f o ¢; sont
homotope et appartiennent a une méme classe
d’equivalence 3 de II(Y").
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Soit X et Y deux espaces topologiques simplement
connectes, soit f une fonction continue de X vers Y.
Solt ¢y, ¢; deux cycles appartenant a une méme classe
d’équivalence o de II(X). Alors f o ¢y, et f o ¢; sont
homotope et appartiennent a une méme classe
d’équivalence G de II(Y). On notera 5 = f,(«).
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Soit X et Y deux espaces topologiques simplement
connectes, soit f une fonction continue de X vers Y.
Solt ¢y, ¢; deux cycles appartenant a une méme classe

d’équivalence o de II(X). Alors f o ¢y, et f o ¢; sont
homotope et appartiennent a une méme classe
d’équivalence G de II(Y). On notera 5 = f,(«).

fi : II(X) — TI(Y") est un homomorphisme de
groupe :
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Soit X et Y deux espaces topologiques simplement
connectes, soit f une fonction continue de X vers Y.
Solt ¢y, ¢; deux cycles appartenant a une méme classe

d’équivalence o de II(X). Alors f o ¢y, et f o ¢; sont
homotope et appartiennent a une méme classe
d’équivalence G de II(Y). On notera 5 = f,(«).

fi : II(X) — TI(Y") est un homomorphisme de
groupe :

(1) f*(OX) =%
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Soit X et Y deux espaces topologiques simplement
connectes, soit f une fonction continue de X vers Y.
Solt ¢y, ¢; deux cycles appartenant a une méme classe

d’équivalence o de II(X). Alors f o ¢y, et f o ¢; sont
homotope et appartiennent a une méme classe
d’équivalence G de II(Y). On notera 5 = f,(«).

fi : II(X) — TI(Y") est un homomorphisme de
groupe :
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Soit X et Y deux espaces topologiques simplement
connectes, soit f une fonction continue de X vers Y.
Solt ¢y, ¢; deux cycles appartenant a une méme classe
d’équivalence o de II(X). Alors f o ¢y, et f o ¢; sont
homotope et appartiennent a une méme classe
d’équivalence G de II(Y). On notera 5 = f,(«).

fi : II(X) — TI(Y") est un homomorphisme de
groupe :

(1) f*(OX) =%
(2) filaob) = fi(a)o fi(b)
(3) fla )= fula)™
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Groupe fondamental

Topologie algébrique et systémes répartis asynchrones — p.59/?"



Corollaire : si X et Y sont homeomorphes, alors
I1(X) et II(Y") sont isomorphes.
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Corollaire : si X et Y sont homéomorphes, alors
IT(X) et II(Y") sont isomorphes.

[1 La reciprogue n’est pas vraie.
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Groupe fondamental
Et apres
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Et apres
e groupe fondamental permet de mesurer les trous de
dimension 2. Il permet de prouver que certains es-
paces ne sont pas homeomorphes. On peut étendre
le procede a des dimensions supérieures afin d’obtenir
une équivalence entre homeomorphismes et groupes
dans chague dimension.

Topologie algébrique et systemes répartis asynchrones — p.60/?"



Homologie simpliciale
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Soit /C un complexe.
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Soit /C un complexe. Une chaine de simplexes dans
JC de dimension £,
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Soit /C un complexe. Une chaine de simplexes dans
JIC de dimension k, est une somme formelle :

Z 1;5;,
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Soit /C un complexe. Une chaine de simplexes dans
JIC de dimension k, est une somme formelle :

Z 1;5;,

ou les n, sont des elements de Z,
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Soit /C un complexe. Une chaine de simplexes dans
JIC de dimension k, est une somme formelle :

Z niS@‘,
ou les n, sont des elements de Z, et les S; des élé-
ments de (%),
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Homologie simpliciale

Topologie algébrique et systémes répartis asynchrones — p.62/?"



On peut donc considérer le groupe des chaines des
dimension £ dans un complexe i :
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On peut donc considérer le groupe des chaines des
dimension £ dans un complexe i :

e |la somme de deux chaines est une chaine de
méme dimension, obtenue en sommant les
coefficients des deux chaines:
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On peut donc considérer le groupe des chaines des
dimension £ dans un complexe i :

e |la somme de deux chaines est une chaine de
méme dimension, obtenue en sommant les
coefficients des deux chaines:

e |’Inverse d’une chaine est obtenue en inversant
chacun des coefficients;
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On peut donc considérer le groupe des chaines des
dimension £ dans un complexe i :

e |la somme de deux chaines est une chaine de
méme dimension, obtenue en sommant les
coefficients des deux chaines:

e |’Inverse d’une chaine est obtenue en inversant
chacun des coefficients;

 I’élement neutre est la chaine nulle (dont tous les
coefficients sont nuls).
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On peut donc considérer le groupe des chaines des
dimension £ dans un complexe i :

e |la somme de deux chaines est une chaine de
méme dimension, obtenue en sommant les
coefficients des deux chaines:

e |’Inverse d’une chaine est obtenue en inversant
chacun des coefficients;

 I’élement neutre est la chaine nulle (dont tous les
coefficients sont nuls).

On le note C' ().
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Homologie simpliciale
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Pour tout k-simplexe S = vy, ..., v,
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Pour tout k-simplexe S = |vg, ..., v;], on définit un
opéerateur de frontiere de dimension £,
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Pour tout k-simplexe S = |vg, ..., v;], on définit un
opérateur de frontiere de dimension k£, noté 0, par :

O([vo, - vr]) = (=1)[ve, -, i, .. g,

1
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Pour tout k-simplexe S = |vg, ..., v;], on définit un
opérateur de frontiere de dimension k£, noté 0, par :

O([vo, - vr]) = (=1)[ve, -, i, .. g,

1

ou |vg, ..., 0, ..., v, dénote le (k — 1)-simplexe
obtenu a partir de S en supprimant le sommet v;.
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Pour tout k-simplexe S = |vg, ..., v;], on définit un
opérateur de frontiere de dimension k£, noté 0, par :

O([vo, - vr]) = (=1)[ve, -, i, .. g,

1

ou |vg, ..., 0, ..., v, dénote le (k — 1)-simplexe
obtenu a partir de S en supprimant le sommet v;.
Ainsi defini, 0, associe a tout k-simplexe une chaine

de Ch_1 (/C)
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O([vo, - vk]) =¥ (=1)[ve, -, i, .. 0n],

1

ou |vg,...,0;,...,v;| denote le (k — 1)-simplexe
obtenu a partir de S en supprimant le sommet v;.
Ainsi défini, 0, associe a tout k-simplexe une chaine
de C;_1(KC). On peut étendre linéairement 9. aux

chaines de C(K) :

Topologie algébrique et systemes répartis asynchrones — p.63/?"



O([vo, - vk]) =¥ (=1)[ve, -, i, .. 0n],

1

ou |vg,...,0;,...,v;| denote le (k — 1)-simplexe
obtenu a partir de S en supprimant le sommet v;.
Ainsi défini, 0, associe a tout k-simplexe une chaine
de C;_1(KC). On peut étendre linéairement 9. aux

chaines de C(K) :

ak(z niSz') — Z niak(si)
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O([vo, - vk]) =¥ (=1)[ve, -, i, .. 0n],

1

ou |vg,...,0;,...,v;| denote le (k — 1)-simplexe
obtenu a partir de S en supprimant le sommet v;.
Ainsi défini, 0, associe a tout k-simplexe une chaine
de C;_1(KC). On peut étendre linéairement 9. aux

chaines de C(K) :
ak(z n;S;) = Z 1,0 (5;)

On obtient un homomorphisme de groupes.

Topologie algébrique et systemes répartis asynchrones — p.63/?"



Homologie simpliciale
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On obtient une chaine d’homorphisme (un par
dimension) :
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On obtient une chaine d’homorphisme (un par
dimension) :

Cn(K)
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On obtient une chaine d’homorphisme (un par
dimension) :

On
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On obtient une chaine d’homorphisme (un par
dimension) :

O, On—1
Cn(K) — Cp_)(K) — -
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On obtient une chaine d’homorphisme (un par
dimension) :

n 871—1 2 1
Co(K) 25 oy (K) 225 - 25 0 (K) 25 Cy(K)
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On obtient une chaine d’homorphisme (un par
dimension) :

0 0

0 0
Cn(K) — Cp)(K) — -
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On obtient une chaine d’homorphisme (un par
dimension) :

0 0

0 0
Cn(K) — Cp)(K) — -

L’operateur de frontiere verifie :
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On obtient une chaine d’homorphisme (un par
dimension) :

0 0

0 0
Cn(K) — Cp)(K) — -

— C1(K) — Co(K)
L’operateur de frontiere verifie :

O © Ogy1 =0
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On obtient une chaine d’homorphisme (un par
dimension) :

0 0

0 0
Cn(K) — Cp)(K) — -

— C1(K) — Co(K)
L’operateur de frontiere verifie :
O © Ogy1 =0

Exemple :
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On obtient une chaine d’homorphisme (un par
dimension) :

0 0

0 0
Cn(K) — Cp)(K) — -

— C1(K) — Co(K)
L’operateur de frontiere verifie :
O © Ogy1 =0

Exemple :

o 032([007?117712])
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On obtient une chaine d’homorphisme (un par
dimension) :

0 0

0 0
Cn(K) — Cp)(K) — -

— C1(K) — Co(K)
L’operateur de frontiere verifie :
O © Ogy1 =0

Exemple :

O o ([, v1,v2]) = Oi([vr,va)

Topologie algébrique et systemes répartis asynchrones — p.64/?"



On obtient une chaine d’homorphisme (un par
dimension) :

0 0

0 0
Cn(K) — Cp)(K) — -

— C1(K) — Co(K)
L’operateur de frontiere verifie :
O © Ogy1 =0

Exemple :

Oy 0 a([vo, /1, v2]) = O1([v1,v2]) — [vo, v2])
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On obtient une chaine d’homorphisme (un par
dimension) :

0 0

0 0
Cn(K) — Cp)(K) — -

— C1(K) — Co(K)
L’operateur de frontiere verifie :
O © Ogy1 =0

Exemple :

01 0 a([vo, v1,10]) = O1([v1, va] — [vo, v2] + |vo, v1]
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On obtient une chaine d’homorphisme (un par
dimension) :

0 0

0 0
Cn(K) — Cp)(K) — -

— C1(K) — Co(K)
L’operateur de frontiere verifie :
O © Ogy1 =0

Exemple :

01 0 Oa([vo, v1,v2]) = ?1([?117@§] — [vo, va + [vo, v1]
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On obtient une chaine d’homorphisme (un par
dimension) :

0 0

0 0
Cn(K) — Cp)(K) — -

— C1(K) — Co(K)
L’operateur de frontiere verifie :
O © Ogy1 =0

Exemple :

81 O 82([2}0,?}1,2}2]) — 81([?}1,2}2] — [?}0,?}2] -+ [?}0,2}1]
= (v2 —v1) — (v2 — o)
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On obtient une chaine d’homorphisme (un par
dimension) :

0 0

0 0
Cn(K) — Cp)(K) — -

— C1(K) — Co(K)
L’operateur de frontiere verifie :
O © Ogy1 =0

Exemple :

81 O 82([2}0,?}1,2}2]) — 81([?}1,2)2] — [?}(),?}2] -+ :?}0,2}1]
= (v2 —wv1) = (V2 —v) + (v1 -
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On obtient une chaine d’homorphisme (un par
dimension) :

0 0

0 0
Cn(K) — Cp)(K) — -

— C1(K) — Co(K)
L’operateur de frontiere verifie :
O © Ogy1 =0

Exemple :

01 0 a([vo, v1,v2]) = O ([v1, va] — Vo, V2] + V1, V2]
= (v2 —v1) — (v2 —vg) + (v1 -
=
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Homologie simpliciale
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|_es éléments de

Ker 9 = {c € C(K), i(c) = 0},
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Les éléments de
Ker 0, = {c € Ci(K), dr(c) = 0},

sont appeles les cycles de dimension k.
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Les éléments de
Ker 0, = {c € Ci(K), dr(c) = 0},

sont appeles les cycles de dimension k.
Les élements de

Im 011 = {c € Cx(K), 3 € Cr1(K), ¢ = Opy1(c)

Topologie algébrique et systemes répartis asynchrones — p.65/?"



Les éléments de
Ker 0, = {c € Ci(K), dr(c) = 0},

sont appeles les cycles de dimension k.
Les élements de

Im 011 = {c € Cx(K), 3 € Cr1(K), ¢ = Opy1(c)

sont appelés les frontieres de dimension k.
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Les éléments de
Ker 0, = {c € Ci(K), dr(c) = 0},

sont appeles les cycles de dimension k.
Les élements de

Im 011 = {c € Cx(K), 3 € Cr1(K), ¢ = Opy1(c)

sont appelés les frontieres de dimension k.
Puisque 0, 0 0,1 = 0,0na:
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Les éléments de
Ker 0, = {c € Ci(K), dr(c) = 0},

sont appeles les cycles de dimension k.
Les élements de

Im 011 = {c € Cx(K), 3 € Cr1(K), ¢ = Opy1(c)

sont appelés les frontieres de dimension k.
Puisque 0, 0 0,1 = 0,0na:

I 8k+1 C Ker 0.
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Les éléments de
Ker 0, = {c € Ci(K), dr(c) = 0},

sont appeles les cycles de dimension k.
Les élements de

Im 011 = {c € Cx(K), 3 € Cr1(K), ¢ = Opy1(c)

sont appelés les frontieres de dimension k.
Puisque 0, 0 0,1 = 0,0na:

I 8k+1 C Ker 0.

Toute frontiere est un cycle.
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Les éléments de
Ker 0, = {c € Ci(K), dr(c) = 0},

sont appeles les cycles de dimension k.
Les élements de

Im 011 = {c € Cx(K), 3 € Cr1(K), ¢ = Opy1(c)

sont appelés les frontieres de dimension k.
Puisque 0, 0 0,1 = 0,0na:

I 8k+1 C Ker 0.

Toute frontiere est un cycle. En general, la ré-
C i p roq u e ESt fau Sse . Topologie algébrique et systemes répartis asynchrones — p.65/?"



Soit ¢; et ¢y deux cycles de dimension k.
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Solt ¢; et ¢y deux cycles de dimension k. Si
c1 — ¢a = Oky1(c),
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Solt ¢; et ¢y deux cycles de dimension k. Si
c1 — o = Or41(c), ondit qu’ils sont homologues.
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Solt ¢; et ¢y deux cycles de dimension k. Si

c1 — o = Or41(c), ondit qu’ils sont homologues.
L’homologie entre cycles est une relation
d’equivalence notée ~ :
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Solt ¢; et ¢y deux cycles de dimension k. Si
c1 — o = Or41(c), ondit qu’ils sont homologues.
L’homologie entre cycles est une relation
d’equivalence notée ~ :
* ¢~ ccar
c—c=0=0;:1(0)
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Solt ¢; et ¢y deux cycles de dimension k. Si

c1 — o = Or41(c), ondit qu’ils sont homologues.
L’homologie entre cycles est une relation
d’equivalence notée ~ :

° c~ ccCar
c—c=0=0.1(0)

® C1 X Cy <=~ C1 X cy Car

Cl1 — Co = 8k+1 (C) < CH) — C1 = ak+1(—6)
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Solt ¢; et ¢y deux cycles de dimension k. Si

c1 — o = Or41(c), ondit qu’ils sont homologues.
L’homologie entre cycles est une relation
d’equivalence notée ~ :

° c~ ccCar
c—c=0=0.1(0)

® C1 X Cy <=~ C1 X cy Car
c1 — g = Opy1(c) & o — 1 = Opy1(—c)

°* C1 ™~ CNC) >~ C3 = Cl>=C3

Cl — Cyp = (9]€+1 (C) N\ Co — C3 — (9]€_|_1 (Cl)
— C] — C3 = 8k+1(c) -+ ak+1(6/) — (‘9k+1(c + C/)
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Soit ¢; et ¢y deux cycles de dimension k. Si
cp — ¢ = Ops1(c), on dit gqu’ils sont homo-
logues. L.’homologie entre cycles est une relation
d’équivalence notée ~. Deux cycles sont homologues
a une frontiere pres.
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Soit ¢; et ¢y deux cycles de dimension k. Si
cp — ¢ = Ops1(c), on dit gqu’ils sont homo-
logues. L.’homologie entre cycles est une relation
d’équivalence notée ~. Deux cycles sont homologues
a une frontiere pres. Par ailleurs, les cycles ho-

mologues de dimension £ forment un sous-groupe de
Ker 0.
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Soit ¢; et ¢y deux cycles de dimension k. Si
cp — ¢ = Ops1(c), on dit gqu’ils sont homo-
logues. L.’homologie entre cycles est une relation
d’équivalence notée ~. Deux cycles sont homologues
a une frontiere pres. Par ailleurs, les cycles ho-
mologues de dimension £ forment un sous-groupe de
Ker 0;. On le note Ker 9i./Im 9.1, ou Hi ().
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Soit ¢; et ¢y deux cycles de dimension k. Si
cp — ¢ = Ops1(c), on dit gqu’ils sont homo-
logues. L.’homologie entre cycles est une relation
d’équivalence notée ~. Deux cycles sont homologues
a une frontiere pres. Par ailleurs, les cycles ho-
mologues de dimension £ forment un sous-groupe de
Ker ;. On le note Ker 0. /Im 0.1, 0u Hi(IC). On
I’appelle le groupe d’homologie simpliciale d’ordre &
du complexe IC
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Homologie simpliciale
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Les eléments de Im 0,1, sont les repréesentants de la
classe [0] dans Hy(/C).
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Les eléments de Im 0,1, sont les repréesentants de la
classe [0] dans Hy(/C).
Si tout cycle est une frontiere, alors

Ker 0, = Im 05,1,

Topologie algébrique et systemes répartis asynchrones — p.67/?"



Les eléments de Im 0,1, sont les repréesentants de la

classe [0] dans Hy(/C).
Si tout cycle est une frontiere, alors

Ker 0, = Im 05,1,

et H;(IC) est le groupe trivial restreint a I’élément
neutre.
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Les eléments de Im 0,1, sont les repréesentants de la

classe [0] dans Hy(/C).
Si tout cycle est une frontiere, alors

Ker 0, = Im 05,1,

et H;(IC) est le groupe trivial restreint a I’élément
neutre.

Un élement non nul de Hy(/XC) est un cycle,
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Les eléments de Im 0,1, sont les repréesentants de la
classe [0] dans Hy(/C).
Si tout cycle est une frontiere, alors

Ker 0, = Im 05,1,

et H;(IC) est le groupe trivial restreint a I’élément
neutre.

Un élement non nul de Hy(K) est un cycle, qui ne
peut pas étre vu comme étant la frontiere d’un cycle de
dimension k + 1.
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Les eléments de Im 0,1, sont les repréesentants de la
classe [0] dans Hy(/C).
Si tout cycle est une frontiere, alors

Ker 0, = Im 05,1,
et H;(IC) est le groupe trivial restreint a I’élément
neutre.
Un élement non nul de Hy(K) est un cycle, qui ne
peut pas étre vu comme étant la frontiere d’un cycle de

dimension k£ + 1.  C’est donc le bord (la frontiere)
d’un “trou” de dimension k.
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Homologie réduite

Topologie algébrique et systémes répartis asynchrones — p.68/?"



Remarquons que Hy mesure les trous de dimension 1,
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Remarguons que H, mesure les trous de dimension 1,
a savolr les couples de sommets qui ne sont pas la fron-
tiere d’une chaine de 1-simplexe.
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Remarquons que Hy mesure les trous de dimension 1,
a savolr les couples de sommets qui ne sont pas la fron-
tiere d’une chaine de 1-simplexe.  Autrement dit les
“trous™ entre composantes connexes.
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Remarquons que Hy mesure les trous de dimension 1,
a savolr les couples de sommets qui ne sont pas la fron-
tiere d’une chaine de 1-simplexe.  Autrement dit les
“trous™ entre composantes connexes.  Donc H est
Isomorphe a Z”, ou p est le nombre de composantes
connexes.
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Remarquons que Hy mesure les trous de dimension 1,
a savolr les couples de sommets qui ne sont pas la fron-
tiere d’une chaine de 1-simplexe.  Autrement dit les
“trous™ entre composantes connexes.  Donc H est
Isomorphe a Z”, ou p est le nombre de composantes
connexes. Il est possible de modifier la définition de
o,
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Remarquons que Hy mesure les trous de dimension 1,
a savolr les couples de sommets qui ne sont pas la fron-
tiere d’une chaine de 1-simplexe.  Autrement dit les
“trous™ entre composantes connexes.  Donc H est
Isomorphe a Z”, ou p est le nombre de composantes
connexes. Il est possible de modifier la définition de
0o, de maniére a ce que H, soit isomorphe a Z"~ !,
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Remarquons que Hy mesure les trous de dimension 1,
a savolr les couples de sommets qui ne sont pas la fron-
tiere d’une chaine de 1-simplexe.  Autrement dit les
“trous™ entre composantes connexes.  Donc H est
Isomorphe a Z%, ou p est le nombre de composantes
connexes. Il est possible de modifier la définition de
0o, de maniére a ce que H, soit isomorphe a Z"~ !,
donc réeduit au groupe trivial, s’il n’y a qu’une seule
composante connexe.
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Remarquons que Hy mesure les trous de dimension 1,
a savolr les couples de sommets qui ne sont pas la fron-
tiere d’une chaine de 1-simplexe.  Autrement dit les
“trous™ entre composantes connexes.  Donc H est
Isomorphe a Z%, ou p est le nombre de composantes
connexes. Il est possible de modifier la définition de
0o, de maniére a ce que H, soit isomorphe a Z"~ !,
donc réeduit au groupe trivial, s’il n’y a qu’une seule
composante connexe. C’est I’lhomologie réduite.
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Exemples
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* Le n-disque S,, a des groupes d’homologie
reduits triviaux dans toutes les dimensions.
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* Le n-disque S,, a des groupes d’homologie
reduits triviaux dans toutes les dimensions.

 La n-sphere 0S,, a des groupes d’homologie
réduits triviaux dans toutes les dimensions, sauf
en dimensionn — 1, 0u H, 1(S,) = Z.
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* Le n-disque S,, a des groupes d’homologie
reduits triviaux dans toutes les dimensions.

 La n-sphere 0S,, a des groupes d’homologie
réduits triviaux dans toutes les dimensions, sauf
en dimensionn — 1, 0u H, 1(S,) = Z.

* Un complexe K de dimension n , qui comme le
n-disque a des groupes d’homologie reduites
triviaux dans toutes les dimensions est dit
acycligue.
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Fonctions simpliciales
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Une fonction simpliciale f d’un complexe /C vers un
complexe £
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Une fonction simpliciale f d’un complexe /C vers un
complexe £ induit une séquence d’homomorphismes
f+ de groupe des chaines de /C vers les chaines de L.
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Une fonction simpliciale f d’un complexe /C vers un
complexe £ induit une séquence d’homomorphismes
f+ de groupe des chaines de /C vers les chaines de L.

[ est defini par :
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Une fonction simpliciale f d’un complexe /C vers un
complexe £ induit une séquence d’homomorphismes
f+ de groupe des chaines de /C vers les chaines de L.

[ est defini par :

VC € Cp(K) fu(C) = fx(D_niS;)
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Une fonction simpliciale f d’un complexe /C vers un
complexe £ induit une séquence d’homomorphismes
f+ de groupe des chaines de /C vers les chaines de L.

[ est defini par :

S#(2_ niSi)
an‘f#(si)
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Une fonction simpliciale f d’un complexe /C vers un
complexe £ induit une séquence d’homomorphismes
f+ de groupe des chaines de /C vers les chaines de L.

[ est defini par :

f#(2_ niSi)
an‘f#(si) .
an{ 0 sidim f(5;) <
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Une fonction simpliciale f d’un complexe /C vers un
complexe £ induit une séquence d’homomorphismes
f+ de groupe des chaines de /C vers les chaines de L.

[ est defini par :

f#(2_n:S;)
Z nif#(Si)

0
B Zm{ f(S;) sinon
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Une fonction simpliciale f d’un complexe /C vers un
complexe £ induit une séquence d’homomorphismes
f+ de groupe des chaines de /C vers les chaines de L.

[ est defini par :

f#(2_n:S;)
Z nif#(Si)

0
B Zm{ f(S;) sinon

Par ailleurs, on a :
8 O f# — f# O (‘9
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Par ailleurs, on a :

aOf#:f#Oa
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Par ailleurs, on a :

aOf#:f#Oa

Donc les images par f.
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Par ailleurs, on a :

aOf#:f#Oa

Donc les images par f.
» des cycles de /C sont des cycles de £;
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Par ailleurs, on a :

aOf#:f#Oa

Donc les images par f.

» des cycles de /C sont des cycles de £;
» des frontieres de K sont des frontieres de L;
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Par ailleurs, on a :

aOf#:f#Oa

Donc les images par f.
» des cycles de /C sont des cycles de £;
« des frontieres de K sont des frontieres de £;

Donc f. induit une sequence d’homorphismes f, de
groupes entre les groupes d’homologie de KC et les
groupes d’homologie de L.
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Approximation simpliciale
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Soit /C et £ deux complexes.

Topologie algébrique et systemes répartis asynchrones — p.72/?"



Soit IC et £ deux complexes. Soit f : K — L une
fonction simpliciale.
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Soit IC et £ deux complexes. Soit f : K — L une
fonction simpliciale. On peut prolonger f en une

fonction continue | f| : || — |L£] :
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Soit IC et £ deux complexes. Soit f : K — L une
fonction simpliciale. On peut prolonger f en une

fonction continue | f| : || — |L£] :

Vo e |K|, X ={xg,..., 2} e Ktz € | X]
avec x = (tg,...tx), onpose |f|(z) = > t;|f(x;)]
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Soit IC et £ deux complexes. Soit f : K — L une
fonction simpliciale. On peut prolonger f en une

fonction continue | f| : || — |L£] :

Vo e |K|, X ={xg,..., 2} e Ktz € | X]
avec x = (tg,...tx), onpose |f|(z) = > t;|f(x;)]

[1 La réciproque est-elle vraie ? Peut-on associer une
fonction simpliciale a toute fonction continue ?
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Approximation simpliciale
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Les fonctions simpliciales de IC = {{a,b} ,{a},{b}}
dans lui-méme, sont :
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Les fonctions simpliciales de IC = {{a,b} ,{a},{b}}
dans lui-méme, sont :
(1) la fonction constante égale a a
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Les fonctions simpliciales de IC = {{a,b} ,{a},{b}}
dans lui-méme, sont :

(1) la fonction constante égale a a

(2) la fonction constante egale a b
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Les fonctions simpliciales de IC = {{a,b} ,{a},{b}}
dans lui-méme, sont :

(1) la fonction constante égale a a

(2) la fonction constante egale a b

(3) I’identité Id de {a, b}
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Les fonctions simpliciales de IC = {{a,b} ,{a},{b}}
dans lui-méme, sont :

(1) la fonction constante égale a a

(2) la fonction constante egale a b

(3) I’identité Id de {a, b}
(4) la permutation o de {a, b}, telle que o* = Id
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Les fonctions simpliciales de IC = {{a,b} ,{a},{b}}
dans lui-méme, sont :

(1) la fonction constante égale a a

(2) la fonction constante egale a b

(3) I’identité Id de {a, b}

(4) la permutation o de {a, b}, telle que o* = Id
Donc en identifiant |/C| a [0, 1], la fonction

f :10,1] — |0, 1] définie par :
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Les fonctions simpliciales de IC = {{a,b} ,{a},{b}}
dans lui-méme, sont :

(1) la fonction constante égale a a

(2) la fonction constante egale a b

(3) I’identité Id de {a, b}

(4) la permutation o de {a, b}, telle que o* = Id
Donc en identifiant |/C| a [0, 1], la fonction

f :10,1] — |0, 1] définie par :
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Donc en identifiant |/C| a [0, 1], la fonction
f :10,1] — |0, 1] définie par :

0 1
ne peut étre le prolongement d’aucune fonction sim-
pliciale.
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Approximation simpliciale
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Cependant rajoutons un point intermédiaire dans
0,1], en 2,
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Cependant rajoutons un point intermédiaire dans
0,1], en 3, ce qui revient a modifier K en :

o(K) =1{1a,b},1b,c},aj 10}, 1cr} -

Topologie algébrique et systemes répartis asynchrones — p.74/?"



Cependant rajoutons un point intermédiaire dans
0,1], en 3, ce qui revient a modifier K en :

o(K) = 11a,b5,1b, ¢y, 1a}), b}, 1¢i -
On preserve || = |oC|.
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Cependant rajoutons un point intermédiaire dans
0,1], en 3, ce qui revient a modifier K en :

o(K) =1{1a,b},1b,c},aj 10}, 1cr} -

On préserve || = |o/KC|. Et la fonction simpliciale
g :0(K) — o(K)définie par :

gla) = a
gle) = b
g(b) = a

a ¢ b
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Cependant rajoutons un point intermédiaire dans
0,1], en 3, ce qui revient a modifier K en :

o(K) =1{1a,b},1b,c},aj 10}, 1cr} -

On préserve || = |o/KC|. Et la fonction simpliciale
g :0(K) — o(K)définie par :

gla) = a
glc) = b
g(b) = a

a ¢ b

Vé r i fi e | g | — f . Topologie algébrique et systemes répartis asynchrones — p.74/?"



Théoreme d’approximation simpliciale
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Théoreme d’approximation simpliciale
Soit C £ deux complexes
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Théoreme d’approximation simpliciale
Soit IC £ deux complexes et g : || — |L], une
fonction continue.
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Théoreme d’approximation simpliciale
Soit IC £ deux complexes et g : || — |L], une
fonction continue. Il existe une subdivision o(K)
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Théoreme d’approximation simpliciale
Soit IC £ deux complexes et g : || — |L], une
fonction continue. 1l existe une subdivision o (C) et
une fonction simpliciale f : o(K) — L qui satisfait :
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Théoreme d’approximation simpliciale
Soit IC £ deux complexes et g : || — |L], une
fonction continue. 1l existe une subdivision o (C) et
une fonction simpliciale f : o(K) — L qui satisfait :

vXeolk), olxpc |J IV
YelNf(X)CY
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Invariance par subdivisions
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Soit /C un complexe simplicial,
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Soit I un complexe simplicial, soit ¢(K) une
subdivision de /.
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Soit I un complexe simplicial, soit ¢(K) une
subdivision de /IC. Ona:
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Soit I un complexe simplicial, soit ¢(K) une
subdivision de /IC. Ona:

Les groupes d’homologies sont invariants par subdi-
vision. En effet une subdivision ne peut ni créer, ni
remplir un “trou”.
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Fonctions continues
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Ce qui etait vrai pour les fonctions simpliciales vis a
vis des groupes d’homologie, le reste pour les
fonctions continues, d’apres ce qui precede :
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Ce qui etait vrai pour les fonctions simpliciales vis a
vis des groupes d’homologie, le reste pour les
fonctions continues, d’apres ce qui precede :

* Invariance des groupes d’homologie par
subdivision;
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Ce qui etait vrai pour les fonctions simpliciales vis a
vis des groupes d’homologie, le reste pour les
fonctions continues, d’apres ce qui precede :

* Invariance des groupes d’homologie par
subdivision;

« Approximation des fonctions continues par des
fonctions simpliciales au travers d’une
subdivision suffisamment fine.
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Ce qui etait vrai pour les fonctions simpliciales vis a
Vvis des groupes d’homologie, le reste pour les
fonctions continues, d’apres ce qui précede :

* Invariance des groupes d’homologie par
subdivision;

« Approximation des fonctions continues par des
fonctions simpliciales au travers d’une
subdivision suffisamment fine.

Toute fonction continue f d’un complexe simplicial /C,
vers un complexe simpliciale £ induit une sequence
homomorphismes f, entre les groupes d’homologie de

ICetde L

Topologie algébrique et systemes répartis asynchrones — p.77/?



Invariance par homotopie
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Soit f et g deux fonctions continues du complexe /C
vers le complexe L.
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Soit f et g deux fonctions continues du complexe /C
vers le complexe L.

 Si f est homotope a g, alors f, = g..
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Soit f et g deux fonctions continues du complexe /C
vers le complexe L.

 Si f est homotope a g, alors f, = g..

Soit f une fonction continue de /C vers L, et g une
fonction continue de £ vers K.
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Soit f et g deux fonctions continues du complexe /C
vers le complexe L.

 Si f est homotope a g, alors f, = g..

Soit f une fonction continue de /C vers L, et g une
fonction continue de £ vers K.

« SI fog~Ildg,alors f, o g, = Id.
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Soit f et g deux fonctions continues du complexe /C
vers le complexe L.

 Si f est homotope a g, alors f, = g..

Soit f une fonction continue de /C vers L, et g une
fonction continue de £ vers K.

« SI fog~Ildg,alors f, o g, = Id.
» f, estsurjective.
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Soit f et g deux fonctions continues du complexe C
vers le complexe L.

 Si f est homotope a g, alors f, = g..

Soit f une fonction continue de /C vers L, et g une
fonction continue de £ vers K.

« SI fog~Ildg,alors f, o g, = Id.
» f, estsurjective.
* g, est injective.
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Soit f et g deux fonctions continues du complexe /C
vers le complexe L.

 Si f est homotope a g, alors f, = g..

Soit f une fonction continue de /C vers L, et g une
fonction continue de £ vers K.

e Slgo f ~ ldg, alors g, o fx = Id.
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Soit f et g deux fonctions continues du complexe /C
vers le complexe L.

 Si f est homotope a g, alors f, = g..

Soit f une fonction continue de /C vers L, et g une
fonction continue de £ vers K.

e Slgo f ~ ldg, alors g, o fx = Id.
* g, estsurjective.
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Soit f et g deux fonctions continues du complexe C
vers le complexe L.

 Si f est homotope a g, alors f, = g..

Soit f une fonction continue de /C vers L, et g une
fonction continue de £ vers K.

e Slgo f ~ ldg, alors g, o fx = Id.
* g, estsurjective.
« f, estinjective.
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Soit f et g deux fonctions continues du complexe /C
vers le complexe L.

 Si f est homotope a g, alors f, = g..

Soit f une fonction continue de /C vers L, et g une
fonction continue de £ vers K.

e Slgo f ~ ldg, alors g, o fx = Id.
* g, estsurjective.
« f, estinjective.

« Par conseguent, si /C et £ sont homotopes, on a :
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Mayer-Vietoris
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Soit I et £ deux complexes simpliciaux acy-
cliques,
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Soit I et £ deux complexes simpliciaux acy-
cliques, tels que I N £ soit aussi acycligue,
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Soit I et £ deux complexes simpliciaux acy-
cliques, tels que I N £ soit aussi acycligue,
alors K U L est lul aussi acycligue.
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Soit I et £ deux complexes simpliciaux acy-
cliques, tels que £ N £ soit aussi acyclique,
alors I U £ est lul aussi acyclique.
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Soit I et £ deux complexes simpliciaux acy-
cliques, tels que £ N £ soit aussi acyclique,
alors I U £ est lul aussi acyclique.
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Soit I et £ deux complexes simpliciaux acy-
cliques, tels que £ N £ soit aussi acyclique,
alors I U £ est lul aussi acyclique.

Hy(KNL)=Z
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Soit I et £ deux complexes simpliciaux acy-
cliques, tels que £ N £ soit aussi acyclique,
alors I U £ est lul aussi acyclique.
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Soit I et £ deux complexes simpliciaux acy-
cliques, tels que £ N £ soit aussi acyclique,
alors I U £ est lul aussi acyclique.
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Soit I et £ deux complexes simpliciaux acy-
cliques, tels que £ N £ soit aussi acyclique,
alors I U £ est lul aussi acyclique.
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Soit I et £ deux complexes simpliciaux acy-
cliques, tels que £ N £ soit aussi acyclique,
alors I U £ est lul aussi acyclique.

Hy(KNL)=2Z?
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Soit I et £ deux complexes simpliciaux acy-
cliques, tels que £ N £ soit aussi acyclique,
alors I U £ est lul aussi acyclique.
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Predicat simplicial acyclique
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Soit { P, } ez une sequence de prédicats sur les
complexes simpliciaux.
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Soit { P, } ez une sequence de prédicats sur les
complexes simpliciaux. {®}, 5 estun prédicat
simplicial acyclique lorsque :
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(1) Si IC et £ sont des complexes isomorphes, alors
pour tout £ on a

O, ()=, (L)
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(1) Si IC et £ sont des complexes isomorphes, alors
pour tout £ on a

O, ()=, (L)

(2) Si IC est le complexe engendre par un k-simplexe
(k > 0), alors
¢ (K) =1
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(1) Si IC et £ sont des complexes isomorphes, alors
pour tout £ on a

O, ()=, (L)

(2) Si IC est le complexe engendre par un k-simplexe
(k > 0), alors
¢ (K) =1

(3) Pour tout £, on a
Dy (K) 2 P11 (K)
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(1) Si IC et £ sont des complexes isomorphes, alors
pour tout £ on a

O, ()=, (L)

(2) Si IC est le complexe engendre par un k-simplexe
(k > 0), alors
¢ (K) =1

(3) Pour tout £, on a
O (K)>Dp11(K)
(4) Pour tout &, on a
(KL UL) = 0p(K) Py (L) D1 (K N K)
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Exemples
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Exemples
 Le prédicat (independant de k), qui est vrai ssi le
complexe est simplement connexe;
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Exemples
 Le prédicat (independant de k), qui est vrai ssi le
complexe est simplement connexe;
 Le prédicat qui est vral ssi le groupe d’homologie
de dimension & est nul.
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Un etat global s du systeme est un ensemble
d’etats locaux (un par processus).

Un etat Initial s est éetat global, ou chague état
local est une valeur initiale.

Dans un état global s, chague processus ¢ est sur
le point d’appliquer une transition ¢ a son etat

local s(2), qui le méne a s'(7).
On note s’ = s.¢ le nouvel état global ainsi
obtenu.

On peut donc associer a tout ensemble I d’états
initiaux un graphe G(7) dont les sommets sont
des états globaux et les arcs les transitions.
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Notations
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 Pour un état global s on notera E(s) I’ensemble
des transitions applicable a s (une par processus
sauf les processus qui ont termine).
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 Pour un état global s on notera E(s) I’ensemble
des transitions applicable a s (une par processus
sauf les processus qui ont termine).

« E(s) est partitionnable en deux sous-ensembles :
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 Pour un état global s on notera E(s) I’ensemble
des transitions applicable a s (une par processus
sauf les processus qui ont termine).

« E(s) est partitionnable en deux sous-ensembles :
 Y(s) I’ensemble des SCAN applicables.
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 Pour un état global s on notera E(s) I’ensemble
des transitions applicable a s (une par processus
sauf les processus qui ont termine).

« E(s) est partitionnable en deux sous-ensembles :
 Y(s) I’ensemble des SCAN applicables.
» T(s) I’ensemble des UPDATE applicables.
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Complexe associé a un graphe
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» Un état global peut étre représente par un
n-simplexe chromatique, ou chague sommet code
I’état local d’un processus.
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» Un état global peut étre représente par un
n-simplexe chromatique, ou chague sommet code
I’état local d’un processus.

 Pour un eétat global s,
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» Un état global peut étre représente par un
n-simplexe chromatique, ou chague sommet code
I’état local d’un processus.

 Pour un état global s, une transition ¢ € E(s),
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» Un état global peut étre représente par un
n-simplexe chromatique, ou chague sommet code

I’état local d’un processus.

 Pour un état global s, une transition ¢ € E(s),
et s’ = s.e,
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» Un état global peut étre représente par un
n-simplexe chromatique, ou chague sommet code
I’état local d’un processus.

 Pour un état global s, une transition ¢ € E(s),

et s = s.e, les deux simplexes associes a s et s’
partagent une face de dimension n — 1 en
commun,
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» Un état global peut étre représente par un
n-simplexe chromatique, ou chague sommet code
I’état local d’un processus.

 Pour un état global s, une transition ¢ € E(s),

et s = s.e, les deux simplexes associes a s et s’
partagent une face de dimension n — 1 en
commun, et ne differe que d’un sommet. Celui
associé au processus qui effectue la transition .
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» Un état global peut étre représente par un
n-simplexe chromatique, ou chague sommet code
I’état local d’un processus.

 Pour un état global s, une transition ¢ € E(s),

et s = s.e, les deux simplexes associes a s et s’
partagent une face de dimension n — 1 en
commun, et ne differe que d’un sommet. Celui
associé au processus qui effectue la transition e.

« On peut donc associer un complexe dual a un
graphe d’états.
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Complexe final atteignable
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« On note P(s) I’ensemble des états finaux, dans
lesquels le protocole peut conduire a partir de
|’ état s.
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« On note P(s) I’ensemble des états finaux, dans

lesquels le protocole peut conduire a partir de
|’ état s.

» Soit B C E(s).
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« On note P(s) I’ensemble des états finaux, dans
lesquels le protocole peut conduire a partir de
|’ état s.

» Soit B C E(s). Onnote P5(s), I’ensemble des
etats finaux, dans lesquels le protocole peut
conduire a partir de I’état s,
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« On note P(s) I’ensemble des états finaux, dans
lesquels le protocole peut conduire a partir de
|’ état s.

» Soit B C E(s). Onnote P5(s), I’ensemble des
etats finaux, dans lesquels le protocole peut
conduire a partir de I’etat s, lorsque les
processus de B restent bloqueés a partir de s.
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« On note P(s) I’ensemble des états finaux, dans
lesquels le protocole peut conduire a partir de
|’ état s.

» Soit B C E(s). Onnote P5(s), I’ensemble des
etats finaux, dans lesquels le protocole peut
conduire a partir de I’etat s, lorsque les
processus de B restent bloqueés a partir de s.

« Soit A C E(s) — B.
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« On note P(s) I’ensemble des états finaux, dans
lesquels le protocole peut conduire a partir de
|’ état s.

» Soit B C E(s). Onnote P5(s), I’ensemble des
etats finaux, dans lesquels le protocole peut
conduire a partir de I’etat s, lorsque les
processus de B restent bloqueés a partir de s.

« Soit A C E(s) — B. Onnote

Pi(s) = P"(se)

ecA
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» Soit B C E(s). Onnote PB(s), I’ensemble des
etats finaux, dans lesquels le protocole peut
conduire a partir de I’etat s, lorsque les
processus de B restent bloqués a partir de s.

« Soit A C E(s) — B. Onnote

Pi(s) = P"(se)

ecA

C’est I’ensemble des états finaux, dans lesquels
le protocole peut conduire a partir de |’état s, ou
les processus de B sont blogués et les autres
processus ne peuvent connaitre quelle transition ¢
de A a eté appliquee la premiere.
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Propriétes
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Soit s un etat global,

Topologie algébrique et systemes répartis asynchrones — p.86/?"



Soit s un état global, soit F(s) les transitions
applicables a s,
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Soit s un état global, soit F(s) les transitions
applicables a s, soit B C E(s),
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Soit s un état global, soit F(s) les transitions
applicablesa s, soit B C E(s), soit R C >(s) — B,
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Soit s un état global, soit F(s) les transitions
applicablesa s, soit B C E(s), soit R C >(s) — B,
soitWW C T(s)— B,ona:
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Soit s un état global, soit F(s) les transitions
applicablesa s, soit B C E(s), soit R C >(s) — B,
soitWW C T(s)— B,ona:

(1) Pr(s) = P7(sR)
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Soit s un état global, soit F(s) les transitions
applicablesa s, soit B C E(s), soit R C >(s) — B,
soitWW C T(s)— B,ona:

(1) Pr(s)
(2) Py(s) = P7(sW)

||
S

oy
W
=
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Soit s un état global, soit F(s) les transitions
applicablesa s, soit B C E(s), soit R C >(s) — B,
soitWW C T(s)— B,ona:

(1) Pr(s) PZ(sR)
Piy(s) PE(sW)
(3) Pruw(s) = Py (s)
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Soit s un état global, soit F(s) les transitions
applicablesa s, soit B C E(s), soit R C >(s) — B,
soitWW C T(s)— B,ona:

(1) Pr(s) = P7(sR)
(2) Py(s) = P(sW)
(3) Pruw(s) = Py (s)

PEUE ()
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Théoreme
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Théoreme
On considere un protocole completement informé, et
qui est totalement résilient sur un sous-ensemble [/

d’etats initiaux.
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Théoreme
On considere un protocole completement informé, et
qui est totalement résilient sur un sous-ensemble [/

d’états initiaux. Soit s un état de 1,

Topologie algébrique et systemes répartis asynchrones — p.87/?"



Theéoreme
On considere un protocole completement informé, et
qui est totalement résilient sur un sous-ensemble [/
d’états initiaux. Soit sunetatde /, B C E(s), un
sous-ensemble des transitions en attente a partir de s,
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Théoreme
On considere un protocole completement informé, et
qui est totalement résilient sur un sous-ensemble [/

d’états initiaux. Soit sunetatde /, B C E(s), un
sous-ensemble des transitions en attente a partir de s,
tel que | B| < n,
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Theéoreme
On considere un protocole completement informé, et
qui est totalement résilient sur un sous-ensemble [/
d’états initiaux. Soit sunetatde /, B C E(s), un
sous-ensemble des transitions en attente a partir de s,
telque |B| <n, RCX(s)— B,
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Théoreme
On considere un protocole completement informé, et
qui est totalement résilient sur un sous-ensemble [/

d’états initiaux. Soit sunetatde /, B C E(s), un
sous-ensemble des transitions en attente a partir de s,
telque |B| <n, RCX(s)—B, etW C Y(s)— B,
alors:
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Théoreme
On considere un protocole completement informé, et
qui est totalement résilient sur un sous-ensemble [/

d’états initiaux. Soit sunetatde /, B C E(s), un
sous-ensemble des transitions en attente a partir de s,
telque |B| <n, RCX(s)—B, etW C Y(s)— B,
alors:

(1) ®,_p(Ps(s) = 1
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Théoreme
On considere un protocole completement informé, et
qui est totalement résilient sur un sous-ensemble [/

d’états initiaux. Soit sunetatde /, B C E(s), un
sous-ensemble des transitions en attente a partir de s,
telque |B| <n, RCX(s)—B, etW C Y(s)— B,
alors:

(1) ¢, 5(Pg(s) = 1
(2) @u_B—jr|(Prow(s)) = 1
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Théoreme
On considere un protocole completement informé, et
qui est totalement résilient sur un sous-ensemble [/

d’états initiaux. Soit sunetatde /, B C E(s), un
sous-ensemble des transitions en attente a partir de s,
telque |B| <n, RCX(s)—B, etW C Y(s)— B,
alors:

(1) ®,_5(PR(s)) =

(2) @n BRI (Prow(s)) =
(3) ®,(P(s)) =
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Schéma de la preuve
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La preuve est faite par induction ascendante sur le
graphe fini G(1).
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La preuve est faite par induction ascendante sur le
graphe fini G(1).

Cas de base
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La preuve est faite par induction ascendante sur le
graphe fini G(1).

Cas de base

Si s est un état final,
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La preuve est faite par induction ascendante sur le
graphe fini G(1).

Cas de base

Si s est un état final, alors E(s) est vide, par con-
sequence B, R, et IV aussi.
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La preuve est faite par induction ascendante sur le
graphe fini G(1).

Cas de base

Si s est un état final, alors E(s) est vide, par con-
séquence B, R, et W aussi. Donc P(s) est réduit a
un n-simplexe Z qui vérifie ®,,.
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Schéma de la preuve
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Remontée du graphe vers un état initial
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Remontée du graphe vers un éetat initial

Soit s un sommet de G(7), tel que le theoreme soit
verifie pour tout état ¢>s.
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Remontée du graphe vers un éetat initial

Soit s un sommet de G(7), tel que le theoreme soit
verifie pour tout état ¢>s. On distingue les 3 cas
sulvants :
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Remontée du graphe vers un éetat initial

Soit s un sommet de G(7), tel que le theoreme soit
verifie pour tout état ¢>s. On distingue les 3 cas
sulvants :

(1) R est non vide
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Remontée du graphe vers un éetat initial

Soit s un sommet de G(7), tel que le theoreme soit
verifie pour tout état ¢>s. On distingue les 3 cas
sulvants :

(1) R est non vide

(2) W est non vide
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Remontée du graphe vers un éetat initial

Soit s un sommet de G(7), tel que le theoreme soit

verifie pour tout état ¢>s. On distingue les 3 cas
sulvants :

(1) R est non vide
(2) W est non vide
(3) R et IV sont vides
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Schéma de la preuve
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Schéma de la preuve
(1) R est non vide
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(1) R est non vide
On sait que P% (s) = PP(sR),
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(1) R est non vide

On sait que P5(s) = PP(sR), etpuisque sR > s
I”’hypothese d’induction assure que :
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(1) R est non vide

On sait que P5(s) = PP(sR), etpuisque sR > s
I”’hypothese d’induction assure que :

D, _ 5 (Pg(s))
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Schéma de la preuve
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Schéma de la preuve
(2) W est non vide
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(2) W est non vide
On sait que P35 - (s) = PPYUE(sW),
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(2) W est non vide

On sait que P35 ;i-(s) = PPYE(sW), et puisque
sW > s I’hypothese d’induction assure que :
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(2) W est non vide

On sait que P35 ;i-(s) = PPYE(sW), et puisque
sW > s I’hypothese d’induction assure que :

@, 15117/ (Prus(s))
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Schéma de la preuve
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(3) R et IV sont vides
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(3) R et IV sont vides
On pose a = n — | B].
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(3) R et IV sont vides

On pose oo = n — | B|. On veut montrer que P2 (s)
satisfait @,.
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(3) R et IV sont vides

On pose oo = n — | B|. On veut montrer que P2 (s)
satisfait ®,. On considere deux cas :

Topologie algébrique et systemes répartis asynchrones — p.92/?"



(3) R et IV sont vides

On pose oo = n — | B|. On veut montrer que P2 (s)
satisfait ®,. On considere deux cas :

(1) Tous les processus qui ne sont pas blogues (i.e.
pas dans ids(B3)), ont terminé dans s, alors P (s) est
un a-simplexe et donc P5(s) satisfait ®.,.
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(3) R et IV sont vides

On pose oo = n — | B|. On veut montrer que P2 (s)
satisfait ®,. On considere deux cas :

(1) Tous les processus qui ne sont pas blogues (i.e.
pas dans ids(B3)), ont terminé dans s, alors P (s) est
un a-simplexe et donc P5(s) satisfait ®.,.

(2) Sinon E(s) — B estnonvideetona:

PE(s) = U PP (se)

eeE

ol chaque PP(se) vérifie ®, (hypothése de récur-
re n Ce) . Topologie algébrique et systémes répartis asynchrones — p.92/?"



(3) R et W sont vides (suite)
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(3) R et W sont vides (suite)
On va utiliser le principe d’acyclicité.

Topologie algébrique et systemes répartis asynchrones — p.93/?"



(3) R et W sont vides (suite)
On va utiliser le principe d’acyclicité.

Soit Ry, ... R,, r sous-ensemble non vide >(s) — B,
ona:
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(3) R et W sont vides (suite)
On va utiliser le principe d’acyclicité.

Soit Ry, ... R,, r sous-ensemble non vide >(s) — B,
ona:

2ol JPE(s)) =1
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(3) R et W sont vides (suite)

Soit Ry, ... R,, r sous-ensemble non vide >(s) — B,
ona:

2ol JPE(s)) =1

Cecl est vrail pour r = 1.
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(3) R et W sont vides (suite)

Soit Ry, ... R,, r sous-ensemble non vide >(s) — B,
ona:

2ol JPE(s)) =1

Ceci est vral pour r = 1.  On procede par
récurrence. On pose :
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(3) R et W sont vides (suite)
On procede par récurrence. On pose :

r—1
A = U PE (s)
=
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(3) R et W sont vides (suite)
On procede par récurrence. On pose :

r—1
A = U PE (s)
=

On suppose que A satisfait ®,, comme P (s).
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(3) R et W sont vides (suite)
On procede par récurrence. On pose :

r—1
A = U PE (s)
=

On suppose que A satisfait ®,, comme P (s).
On étudie A PE (s).
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(3) R et W sont vides (suite)
On procede par récurrence. On pose :

r—1
A = U PE (s)
=

On suppose que A satisfait ®,, comme P (s).
On étudie A PE (s).

A PR.(s)
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(3) R et W sont vides (suite)
On procede par récurrence. On pose :

r—1
A = U PE (s)
=

On suppose que A satisfait ®,, comme P (s).
On étudie A PE (s).

AﬂPﬁr UPR m7DR s)
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(3) R et W sont vides (suite)
On procede par récurrence. On pose :

r—1
A = U PE (s)
=

On suppose que A satisfait ®,, comme P (s).
On étudie A PE (s).

A\ PE (s) UPR s) N PR (s UPRUR
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(3) R et W sont vides (suite)

On suppose que A satisfait ®,, comme PZ (s). On
étudie APy (s).

Aﬂpﬁr UPR ﬂPR UPR UR, (

qui satisfait @,
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(3) R et W sont vides (suite)

On suppose que A satisfait ®,, comme PZ (s). On
étudie APy (s).

Aﬂpﬁr UPR ﬂPR UPR UR, (

qui satisfait ¢,, donc ®,_;.
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(3) R et W sont vides (suite)

On suppose que A satisfait ®,, comme PZ (s). On
étudie APy (s).

Aﬂpﬁr UPR ﬂPR UPR UR, (

qui satisfait ®,, donc ®,_;. Donc A|JPE (s)
satisfait ®,,.
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(3) R et W sont vides (suite)

On suppose que A satisfait ®,, comme PZ (s). On
étudie APy (s).

AHP}% UPR ﬂPR UPR UR, (

qui satisfait ®,, donc ®,_;. Donc A|JPE (s)
satisfait ¢,.  On peut montrer de maniere similaire
que pour Wy, ..., W, sous-ensembles non vide de

T(s)— Bona:
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(3) R et W sont vides (suite)

On suppose que A satisfait ®,, comme PZ (s). On
étudie APy (s).

AHP}% UPR ﬂPR UPR UR, (

qui satisfait ®,, donc ®,_;. Donc A|JPE (s)
satisfait ¢,.  On peut montrer de maniere similaire
que pour Wy, ..., W, sous-ensembles non vide de

T(s)— Bona:

T T ) I T —



(3) R et W sont vides (suite)

Pour finir la preuve, on considere Ry, ... R,,, qui
satisfont :

(1) R;
(2) |Ri — R

p

d4p > 01.0. |

AVARNY,

Cela assure |R; | JR;| > p+ 1. Les Wy,... W, sont
guelconques. On montre par récurrence sur m que :

(I)Oz—p(U Pg@UWZ(S)) — 1
1=1
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Schéma de preuve
(3) R et W sont vides (suite)

Pour m = 1, on sait que :
Prow,(s) = PP (sW))

qui satisfait ®,_ .|, par hypothese de recurrence,
donc ®,_, car |R;| < p. On suppose maintenant que :

m—1
=

satisfait ®,_,, comme Pf .
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Schéma de preuve
(3) R et IV sont vides (suite)

On étudie CNPg

m—1

B _ B
CNPr,uw, = U Pr.or,,ow,uw,, (S)
=1

Or |[R; UR,| < p+1,donc C NPy satisfait
By |
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Corollaire
Soit un protocole completement informé, et X une
configuration initiale, pour laquelle le protocole est
resilient. Alors |P(X)| est contractile.
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Ossature
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Une ossature ¢ (non chromatique),
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Une ossature ¢ (non chromatique), est une fonction
simpliciale de o(Z) vers P(Z),
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Une ossature ¢ (non chromatique), est une fonction
simpliciale de o(Z) vers P(Z), telle que :

VS eoal) ¢(S) e P(carrier(S))
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